Избранные труды
Академик А.Н.Тихонов


А. Н. Тихонов, С. С. Гайсарян

0 выборе оптимальных сеток при приближенном вычислении квадратур 

1. В настоящей работе рассматривается проблема нахождения оптимальных приближенных методов вычисления квадратуры 
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Приближенный метод включает в себя некоторую сетку 
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, которая подразделяет отрезок [a,b] на частичные отрезки
[image: image3.wmf][

]

1

,

+

=

D

k

k

k

x

x

 длины 
[image: image4.wmf]k

h

 
[image: image5.wmf](

)

1

,

,

1

,

0

-

=

N

k

K

 и квадратурную формулу
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степени  s, т.е. такую, что 
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Применение приближенного метода дает приближенное значение для 
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Оптимальным приближенным методом назовем метод, для которого погрешность 
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минимальна при фиксированном числе узлов N и фиксированной функции 
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 из некоторого класса, который будет определен ниже. 

При такой постановке задачи наиболее существенно то, что ищется приближенный метод, который был бы оптимальным для заданной подынтегральной функции
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. Задача построения оптимальных квадратур, рассматривавшаяся в работах [1,2] и др., ставилась по-другому: в этих работах строились квадратурные формулы, оптимальные для всех функций из заданного класса. 

В дальнейшем формула (1) будет предполагаться фиксированной, так что выбор оптимального приближенного метода сведется к выбору оптимальной сетки, т. е. по​следовательности узлов 
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, которая доставляет минимум функции 
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Итак, для построения оптимального приближенного метода нужно найти 
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 в замкнутом ( N-1)-мерном тетраэдре
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 всегда достигается и, сле​довательно, оптимальная сетка всегда существует.

Следующий тривиальный пример показывает, что оптимальная сетка не всегда единственна. В самом деле, пусть 
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а N = 5.  Ясно, что 
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В п.2 будет показано, что если 
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 сохраняет знак на 
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, то существует единственная оптимальная сетка (теорема 2), а также будет выведено разностное уравнение, свя​зывающее последовательные узлы оптимальной сетки (теорема 1). 

В п. 3 устанавливается, что оптимальная сетка, построенная в п. 2, может быть приближена сетками специального вида (теоремы 3 и 4), введенными и изученными в [3]. В п.4 обсуждается возможность использования оптимальные сеток для прибли​женного вычисления квадратур с заданной точностью 
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 и обосновывается применимость алгоритма, предложенного в [3].

 2. Пусть подынтегральная функция 
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Лемма 1. Пусть коэффициенты
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 формулы (1) допускает представление в виде 
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где
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Функция 
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3амечание. Если (1) - формула Ньютона - Котеса (т. е. 
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 Доказательство. По определению, 

  
[image: image47.wmf](

)

(

)

(

)

å

ò

=

+

-

=

D

+

m

i

k

i

k

i

k

x

x

k

h

x

f

p

h

dx

x

f

f

R

k

k

0

1

,

a

.

(6)
Заменив здесь 
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(2)) получим формулу (5).  

В [3] было установлено, что 
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Сдвинув начало координат в точку 
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Имеем
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Следовательно, если 
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 Лемма 2. Если 
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 Доказательство. Пусть 
[image: image83.wmf](

)

0

1

0

1

0

,

,

-

=

N

x

x

K

s

 - некоторая внутренняя точка 
[image: image84.wmf][

]

b

a

N

T

,

1

-

 и пусть 
[image: image85.wmf](

)

*

1

*

1

*

,

,

-

=

N

x

x

K

s

 - проекция 
[image: image86.wmf]0

s

 на грань  
[image: image87.wmf]k

k

x

x

=

-

1

(сетки, зада​ваемые точками 
[image: image88.wmf]0

s

и 
[image: image89.wmf]*

s

, обозначим, соответственно, через 
[image: image90.wmf]0

N

s

 и 
[image: image91.wmf]*

N

s

 сетка 
[image: image92.wmf]*

N

s

 отли​чается от сетки 
[image: image93.wmf]0

N

s

 тем, что у нее узлы 
[image: image94.wmf]0

1

-

k

x

 и 
[image: image95.wmf]0

k

x

 слились, так что отрезки 
[image: image96.wmf]0

1

-

D

k

 и  
[image: image97.wmf]0

k

D

 заменились одним отрезком 
[image: image98.wmf][

]

0

1

0

1

*

1

,

+

-

-

=

D

k

k

k

x

x

).
 Для доказательства леммы достаточно установить, что
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или, в силу (3), что 
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в силу леммы 1 ( так как 
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Подставив в (8) выражение (3) для 
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Для уравнения (9) удобно следующее сокращенное обозначение 
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Таким образом, нами установлена 

Теорема 1. Если 
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 оптимальной сетки удовлетворяют нелинейному разност​ному уравнению второго порядка (9). 

Замечание. Если в качестве формулы (1) взять формулу трапеций (4), то уравнение (9) примет вид 
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который имеет простой геометрический смысл. 

Теорема 2. Если 
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 которой удовлетворяют разностному уравнению (9). 

Доказательство. Нам необходимо установить существование и единствен​ность решения разностной краевой задачи 
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Переписав уравнение (9) в виде 
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и заменив в последнем соотношении 
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или, учитывая, что 
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Зафиксируем 
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 3. Рассмотрим сетки специального вида, изучавшиеся в [3]. 
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назовем простейшей сеткой, а сетку 
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 назовем усложненной сеткой с параметром 
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Доказательство. В [3] доказано, что при 
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и граничным условиям 
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Введем обозначения: 
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Тогда (11) и (12) запишутся в виде
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Пусть 
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 (это следует из (3), оценки для 
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Теорема доказана. 

Аналогично теореме 3 доказывается и 

Теорема 4. Для узлов 
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оптимальной простейшей сетки 
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где С - постоянная, введенная в [3]. 

Из теорем 3 и 4 следует, что оптимальную простейшую и оптимальную услож​ненную сетки можно рассматривать как первое и второе приближение к абсолютно оптимальной. 

4. Рассмотрим задачу о приближенном вычислении квадратуры 
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 - абсолютно оптимальные сетки, для которых выполняется условие 
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Тогда сетка 
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 будет обеспечивать достижение точности 
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 и содержать наименьшее возможное число узлов. 

Легко видеть, что определение N из условия (14) довольно затруднительно. С другой стороны, из теорем 3 и 4 следует, что если вместо абсолютно оптимальной сетки использовать оптимальную простейшую сетку или оптимальную усложненную сетку с соответствующим параметром 
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 описан в [3] ), то абсолютно оптимальная сетка 
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, если используется оптимальная про​стейшая сетка, будет удовлетворять условию (14). Что касается точности 
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, то она будет в этом случае удовлетворяться асимптотически с точностью до величин 
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В [3] показано, что при этом константа при 
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 в случае оптимальной усложнен​ной сетки намного меньше, чем в случае оптимальной простейшей сетки. Таким образом, алгоритм, предложенный в [3], близок к оптимальному. 
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* Для удобства принято обозначение � EMBED Equation.3  ���; � EMBED Equation.3  ���- гладкая функция, так как � EMBED Equation.3  ��� гладкая и сохраняет знак. 
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