Избранные труды
Академик А.Н.Тихонов


Журнал вычислительной математики и математической физики .1966 

А. Н. Тихонов

О некорректных задачах оптимального         планирования 

Рассмотрим задачу линейного программирования [1]: найти элемент 
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Эту задачу мы будем обозначать (I).

Практически при задании задачи линейного программирования задают​ся приближенные входные данные, т. е. вместо 
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, причем предполагается известным 
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 - порядок погрешности  приближенных входных данных.

Задача называется устойчивой (или корректно поставленной, см., напри​мер, [2], стр. 229), если входным данным с малой погрешностью 
[image: image9.wmf]d

 соответствует решение, мало отличающееся от решения исходной  задачи.
Задача некорректно поставлена (в смысле Адамара), если как угодно малым погрешностям входных данных может соответствовать решение, сильно отличающееся от решения исходной задачи. Естественно возникает вопрос о возможности практического использования решений подобных задач.

Если условие 
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 имеет линейно зависимые строки, то. задача ли​нейного программирования, как правило, некорректна. Обычно делается предположение, что строки задаваемых условий линейно независимы . Од​нако подобное предположение при приближением задании входных данных практически непроверяемо. В настоящей статье мы не будем делать предположения относительно' линейной независимости задаваемых усло​вий и будем иметь дело с некорректно поставленными задачами.

В § 1 будут рассмотрены вопросы существования и единственности системы (I). Будет доказано, что система всегда имеет решение, если только условия (I() и (I(() совместны, что в дальнейшем мы всегда будем предполагать. Однако система (I) может иметь много решений.

Будет введено понятие нормального решения задачи (I) при помощи дополнительного условия, что ищется решение задачи (I), ближайшее к началу координат (или любой заранее фиксированной точке 
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Понятие нормального решения вполне естественно в задачах опти​мального планирования. Если работа выполняется в соответствии с пла​ном 
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 и его надо изменить в связи с тем, что изменились входные дан​ные, которым соответствует несколько новых оптимальных планов, то естественно .предпочесть тот, который наименее отклоняется от старого плана 
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. Подобный выбор будет вызывать минимум затрат на организа​ционные перестройки, если они не были учтены в самой постановке задачи. Мера уклонения нового и старого планов, 
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, выбирается как взвешенное квадратичное уклонение 
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Будет доказано, что при совместности условий (I() и (I(() нормальное решение существует и определено однозначно, т. е. что задача о нахож​дении нормального решения математически вполне определена.

Однако эта задача об определении решения задачи (I) (или ее нор​мального решения в случае неоднозначного решения) может быть некор​ректна в смысле Адамара. Приводится пример такой задачи (I), что задание как угодно высокоточной приближенной информации об этой систе​ме может вызывать как угодно большие изменения ее решения.

§2 и §3 посвящены методу регуляризации приближений для определе​ния 
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- нормального решения задачи (I), т. е. построению таких приближений,  которые мало уклоняются от 
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, если входные данные зада​ются с достаточной точностью 
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 .

Подобного результата можно достигнуть, если отказаться от обычного выбора приближенного решения как «точного» решения исходной задачи с приближенными входными данными. Для настроения приближенного решения предлагается алгоритм, зависящий от вспомогательных пара​метров: 
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, причем такой, что для заданного 
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, если только параметры 
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 и 
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 согласованы с заданным 
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 и 
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 - точностью входных данных - и 
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 достаточно мало.

Элемент 
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 определяется как элемент z реализующий минимум квад​ратичной функции 
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на множестве точек 
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, где 
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 , по отношению к которой строится нормальное решение. 

Мы не будем останавливаться на том, каким методом пользоваться для нахождения минимизирующей последовательности для 
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, так как основной результат исследования от этого не зависит.

В § 2 будет дано обоснование для описанного алгоритма, если входные данные задаются «точно» и введена задача ( I
[image: image33.wmf]l

), нужная для дальнейшего.

В § 3 дается обоснование алгоритма при задании приближенных вход​ных данных, которому посвящена теорема 6. 

§1 

Обратимся к изучению систем типа (1). 

Теорема 1. Если условия (I() и (I(() совместны, то задача (I) имеет по крайней мере одно решение. 

Пусть 
[image: image34.wmf]0

>

¢

j

c

 для 
[image: image35.wmf]0

1

j

j

£

¢

£

 и 
[image: image36.wmf]0

=

¢

¢

j

c

 для 
[image: image37.wmf]n

j

£

¢

¢

<

0

. Рассмотрим множество  
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 ; по предполо​жению оно не пусто. Пусть 
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- последовательность точек М , минимизирующих 
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Будем предполагать, что 
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. Очевидно, что координаты 
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Последовательность точек 
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 пространства
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, компактна. Будем предполагать, что она сходится к точке 
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 Рассмотрим систему уравнений 

[image: image54.wmf]u

z

A

u

z

A

=

¢

¢

-

=

¢

¢

¢

¢

, 

относительно 
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) . Эта система совместна. Это следует из того, что система 
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совместна и вектор 
[image: image62.wmf](
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 удовлетворяет всем линейным соотношениям, которым удовлетворяют строки матрицы А". Следовательно, вектор 
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 также удовлетворяет всем этим соотношениям. 

Убедимся, что система 
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 имеет положительные решения 
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. Если это неверно, то линейное многообразие, определяемое та​ким уравнением, отстоит от 
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 на конечное расстояние. В этом случае многообразие, определяемое уравнением
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 при достаточно больших k также отстоит от 
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Беря любое положительное решение 
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 удовлетворяет условиям  (I() и (I(() и  
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Нетрудно построить примеры, показывающие, что задача может иметь не единственное' решение.

Пример 1. Если условия  (I()  и функционал  (I((()  имеют вид 
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то на 
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 минимум функционала С(z)  равен нулю:
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, и он достигается на полупрямой, определяемой уравнением 
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Определение. Пусть дана некоторая точка 
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 будем называть нормальным решением задачи (I) (по отношению к точке 
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где z - любое решение задачи (I). 

Если решение задачи (I)  определено однозначно, то понятия решения и нормального решения совпадают. Если некоторая задача допускает не​сколько решений, то существование нормального решения очевидно, так как множество ( , на котором достигается минимум С(z), замкнуто, поскольку оно является пересечением трех замкнутых множеств: 
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Теорема 2. Нормальное решение задачи (I) определено однозначно.

Пусть  
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 - два нормальных решения задачи (I).

Рассмотрим отрезок
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В силу линейности условия (I() элемент z ему удовлетворяет, так как 
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Все точки отрезка удовлетворяют условию (I(() и 
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достигает минимального значения во всех точках отрезка. Однако так как 
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что противоречит тому, что 
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Таким образом, при совместности условий (I() и (I(() нормальное ре​шение задачи (I)  существует и определено однозначно.

Обратимся к рассмотрению устойчивости задачи (I). Пусть вместо 
[image: image97.wmf]C

u

A

,

,

задаются их приближенные значения 
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 - мера погреш​ности. Будем предполагать (для простоты), что мера погрешности берется в виде квадратических норм 


[image: image100.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

2

1

2

2

1

2

2

1

2

~

~

,

~

~

,

~

~

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

-

=

-

å

å

å

j

j

j

i

i

i

ij

ij

c

c

C

C

u

u

u

u

a

a

A

A


Нетрудно построить примеры неустойчивых задач типа (I), если допус​кать, что среди условий 
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 могут быть линейно-зависимые. 

Однако если задаются лишь приближенные значения 
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где 
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и все погрешности меньше 
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Таким образом, оказывается, что задачи типа (I) могут быть неустой​чивыми, даже если их решения определены однозначно и нет необходи​мости обращаться к нормальным решениям. 

§ 2 

Обратимся к построению устойчивого метода определения нормально​го решения задачи (I). Рассмотрим параметрический функционал 
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Отсюда следует, что последовательность 
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Эти условия определяют единственное нормальное решение задачи (1), Отсюда и следует, что 
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откуда получаем, что 
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Отсюда следует, что 
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Отсюда следует, что  
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Как следствие этих двух теорем имеет место * 

Теорема 5. Для любого  
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§ 3
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Отсюда следует, что 
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и так как второе слагаемое правой части от 
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тождественны между собой. Существование такого элемента очевидно. 

Обратимся теперь к обоснованию приведенного алгоритма, если система (I) задается при помощи приближенной информации об A, и и С с из​вестной точностью 
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При этом в качестве норм 
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Имеет место 

Теорема 6. Пусть для системы (1) задана приближенная 
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Для доказательства теоремы достаточно показать, что при выполне​нии ее условий для любого фиксированного 
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В самом деле, выберем 
[image: image282.wmf](

)

2

0

e

l

l

£

. Из приведенной выше оценки бу​дет следовать, что 


[image: image283.wmf](

)

2

~

0

e

a

l

£

-

z

z


Как было доказано (теорема 3), для элемента 
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Оценим 
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где B=const .  В самом деле, для этого достаточно установить, что
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 Эта последняя оценка следует из того, что 
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так как в силу свойств ортогональной проекции 
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для любого элемента z. Продолжая оценку, будем иметь
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где 
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Итак, при любом фиксированном 
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 (для любого z), 

так как 
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Продолжая оценку, получаем 
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Докажем теперь, что существует такое 
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В самом деле, 
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Кроме того, для 
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Оценим
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Так как 
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Отсюда следует, что
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 Но в этом случае 
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что противоречит предположению. Таким образом, теорема доказана. 

Замечание. Ранее мы полагали  
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видоизменив соответствующим образом понятие нормального решения. 
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