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А.Н. Тихонов

 О нормальных решениях приближенных систем линейных алгебраических уравнений
1. Система линейных алгебраических уравнений



, 

, 

,

,

задаётся с помощью расширенной матрицы 

. Если 

 или при 

 детерминант 

, то условия разрешимости формулируются в виде точных равенств. Вследствие этого приближенная система 

 при любой точности задания 

 и 

, как правило, неразрешима. Многие задачи обработки наблюдений, оптимального проектирования и т.д. приводят к таким классам систем.
При обработке астрономических наблюдений Лежандром и Гауссом [1,2] был предложен метод наименьших квадратов (м.н.к.), где в качестве обобщенного решения системы 

 предлагается брать элемент 

,  минимизирующий  норму разности 

:



 на 

.
Однако м.н.к. во многих случаях не может являться математической основой методов для построения алгоритмов автоматизированной обработки наблюдений: м.н.к. не определяет однозначного решения (если уравнение 

 имеет нетривиальные решения); кроме того, он может приводить к неустойчивым решениям даже при малом возмущении матрицы 

. Примером этого является система


,



.
Введение этой системы в ЭВМ вносит погрешность в её коэффициенты, в силу их иррациональности, при любой точности. Так, при точности 

, 

, 

 приближенные системы являются невырожденными и решения их точные, или, что то же, с помощью метода наименьших квадратов дают 


 ;  

;   

 ,
что демонстрирует неустойчивость решений системы  с возмущенными коэффициентами. В этом легко убедиться с помощью элементарных соображений.

Развитию методов получения устойчивых приближенных решений для систем с возмущенными 

 и 

 посвящено значительное число работ (см., например, [3-8]).
2. Задание приближенной системы  линейных  алгебраических уравнений зависит от доступной информации о ней. Часто такая информация даётся в виде индивидуальной приближенной системы 

. Однако, как было отмечено выше, этой информации недостаточно.

Мы будем рассматривать приближенные системы, задаваемые с помощью индивидуальной приближенной системы 

 и класса систем 

, эквивалентных  

 по точности. Точность  задания матриц и векторов будем оценивать в квадратных нормах. Приближенная система 

 при этом будет задаваться как индивидуальная система  

 и параметры 

, 

, определяющие точность матриц 

, эквивалентных  

:



.
Допустимым решением приближенной системы  

 будем называть элемент 

, если 

, 

. Систему

 будем называть совместной, если она имеет допустимые решения.    

Отметим, что система 

 для любой индивидуальной системы

 и заданного 

 совместна при достаточно большом

.
     Обозначим: 

 - совокупность всех допустимых решений 

. По смыслу постановки задачи все допустимые решения эквивалентны по точности.
Рассмотрим функционал 

, который будем называть функционалом сложности. Здесь 

- заданный элемент, входящий в постановку задачи. Без ограничения общности 

 можно считать равным 0 , что мы и сделаем для упрощения обозначений.
Нормальным решением приближённой системы 

 будем называть элемент 

, минимизирующий функционал сложности на множестве допустимых решений:


    на    

.

Задача 

. Найти 

 (нормальное решение 

) такой, что 



 на 

,
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     Нетрудно видеть, что справедливы следующие утверждения.

 Теорема 2.1. Для всякой совместной системы 

 существуют нормальное решение  

 и система 

, его реализующая:



, 

.
Лемма 2.1. Существование допустимого решения 

 эквивалентно разрешимости неравенства



, 

.

Из этой леммы следует, что нахождение нормального решения (решения задачи  

) эквивалентно следующей задаче.
Задача 

. Найти такой  

, что



   на   

,

              


Величину

будем называть порогом сложности для решений задачи 

 (или 

), так как не существует допустимых решений  

 при 

.

3. Основная лемма 3.1. Пусть даны векторы 

 и 

. Система уравнений 

 и относительно 

 разрешима; решение 

 этой системы, минимальное по норме, единственно и даётся формулой



    (или 

)
и 


.

Лемма 3.2.  Пусть даны векторы  

 и 

и класс матриц 

. Существует единственная матрица 

, для которой вектор 

 коллинеарен 
[image: image2.wmf]r

: 

 при  максимальном значении 

; эта матрица


, 

 ; 

.

4. Убедимся в том, что если 

 является матрицей, реализующей нормальное решение 

, то 

 и 

 лежат на границе множеств 

 и 

, т.е.



, 

.

Лемма 4.1. Если 

- какой-либо элемент 

 и матрица 

 лежит внутри 

 : 

, то существуют такие 

и 

, что

     

, 

,  

.

Следствие. Если 

 и 

, то существуют 

и 

 такие, что 



,   

,   

.

Отсюда непосредственно вытекает

Теорема 4.1. Если  

 реализуют 

* - нормальное решение системы  

,  то  


Теорема 4.2. Если 

 реализуют 

 - нормальное решение системы  

, то  

.

Таким образом, задача об определении нормального решения задач 

(или 

) может быть записана как 

     Задача 

. Найти 

 такой, что

 

   на   

,
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5. Вариационная задача. Найти матрицу 

, реализующую 



 на 


при заданных 

 и 

.

Обозначим




так что



.

Теорема 5.1.  Если 

, или 



,

то разрешимо уравнение 

.

Следствие. Нормальное решение 

 (при 

)  системы 

 не может удовлетворять неравенству 

. В этом случае 

 удовлетворяло бы уравнению 

 и 

, но для нормального решения




     Теорема 5.2. Если 

, т.е. 

 то 

 при условии 

, реализуется для единственной матрицы 

, где 




Кроме того, имеет место равенство




6. Задача 

. Найти элемент 

 такой, что







Лемма 6.1.  Если элемент 

,  то 

.

Следствие. Всякий 

- нормальное решение задачи 

- удовлетворяет условию  

т.е.

где 

- нормальное решение задачи 

.

Лемма 6.2.  Если 

- нормальное решение задачи 

и 

 - матрица, его реализующая, то матрица 

,  на которой достигается 

 совпадает с 

: 

  и
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т.е. 


Следствие. Всякое нормальное решение 

 задачи 

удовлетворяет условию  


Теорема 6.1 Множества  нормальных решений задач 
[image: image5.wmf]1

N

 и 

 совпадают.

7. Обратимся к доказательству единственности нормального решения системы 

 (задача 

). Как было доказано выше, все решения задач 

(или 

), 

и 

 совпадают. Рассмотрим следующие взаимные задачи.

Задача 

 (взаимная с 

). Найти 

, для которого 



  на  


 

    при     


где 


     Задача 

.  Найти 

 такой, что

 

 на   

,




Задача 

(взаимная с 

).  Найти 

 такой, что



 на   

,



при   


Решения задач 

 и 

совпадают, так как 

и 

на 

отличаются фиксированным слагаемым 

. Таким образом, решения всех этих задач 

(или 

) 

, 

, 

, 

,

 совпадают (см. [9]). Решение задачи 

, как известно, единственно. Этим доказана единственность нормального решения системы 

.

8. Пусть дана система линейных алгебраических уравнений



     


Будем предполагать, что эта система разрешимая, т.е.  что множество решений этой системы 

 непусто, и пусть 

- нормальное решение системы 

.

Пусть система  

представляет приближенную информацию относительно системы 

 с точностью 

:




Нормальное решение 

системы 

 дает устойчивое приближение к 

 Имеет место следующая

Теорема 8.1. Для любой степени точности 

 существуют значения 

 и 

 такие, что 

 - нормальное решение приближенной системы 

- уклоняется от нормального решения 

задачи 

 не более чем на 

:



    при   

,   

.

Основные результаты этой статьи переносятся на линейные операторные уравнения 

 в гильбертовом пространстве, если 

- абсолютная норма 

, однако последовательность теорем при этом меняется.
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* В дальнейшем будем считать, что � EMBED Equation.2  ���(это имеет место, если � EMBED Equation.2  ���).





97
104
105

_1007380595.unknown

_1007653146.unknown

_1007749908.unknown

_1007754587.unknown

_1007755723.unknown

_1007756651.unknown

_1007757346.unknown

_1007757627.unknown

_1007758739.unknown

_1010053646.unknown

_1010053752.unknown

_1010053793.unknown

_1010053711.unknown

_1007758839.unknown

_1010053525.unknown

_1007758877.unknown

_1007758795.unknown

_1007757757.unknown

_1007758640.unknown

_1007758669.unknown

_1007757696.unknown

_1007757471.unknown

_1007757559.unknown

_1007757587.unknown

_1007757531.unknown

_1007757387.unknown

_1007757444.unknown

_1007757367.unknown

_1007757024.unknown

_1007757097.unknown

_1007757134.unknown

_1007757078.unknown

_1007756948.unknown

_1007756980.unknown

_1007756862.unknown

_1007756382.unknown

_1007756442.unknown

_1007756556.unknown

_1007756602.unknown

_1007756498.unknown

_1007756405.unknown

_1007756432.unknown

_1007756390.unknown

_1007756158.unknown

_1007756229.unknown

_1007756345.unknown

_1007756364.unknown

_1007756327.unknown

_1007756186.unknown

_1007755933.unknown

_1007756015.unknown

_1007755902.unknown

_1007755139.unknown

_1007755414.unknown

_1007755416.unknown

_1007755462.unknown

_1007755415.unknown

_1007755230.unknown

_1007755411.unknown

_1007755413.unknown

_1007755274.unknown

_1007755176.unknown

_1007754914.unknown

_1007754985.unknown

_1007755109.unknown

_1007754921.unknown

_1007754738.unknown

_1007754813.unknown

_1007754597.unknown

_1007751523.unknown

_1007753911.unknown

_1007754463.unknown

_1007754512.unknown

_1007754565.unknown

_1007754478.unknown

_1007754253.unknown

_1007754454.unknown

_1007754091.unknown

_1007752375.unknown

_1007753735.unknown

_1007753764.unknown

_1007753573.unknown

_1007751713.unknown

_1007751748.unknown

_1007751578.unknown

_1007750981.unknown

_1007751348.unknown

_1007751450.unknown

_1007751477.unknown

_1007751389.unknown

_1007751065.unknown

_1007751123.unknown

_1007751018.unknown

_1007750349.unknown

_1007750627.unknown

_1007750809.unknown

_1007750889.unknown

_1007750654.unknown

_1007750531.unknown

_1007750227.unknown

_1007750274.unknown

_1007750036.unknown

_1007743352.unknown

_1007749348.unknown

_1007749637.unknown

_1007749754.unknown

_1007749818.unknown

_1007749697.unknown

_1007749481.unknown

_1007749591.unknown

_1007749401.unknown

_1007747613.unknown

_1007749206.unknown

_1007749303.unknown

_1007747756.unknown

_1007743642.unknown

_1007747593.unknown

_1007743620.unknown

_1007653788.unknown

_1007653944.unknown

_1007654754.unknown

_1007655005.unknown

_1007655143.unknown

_1007654969.unknown

_1007654531.unknown

_1007653860.unknown

_1007653925.unknown

_1007653803.unknown

_1007653474.unknown

_1007653525.unknown

_1007653596.unknown

_1007653494.unknown

_1007653411.unknown

_1007653431.unknown

_1007653147.unknown

_1007393624.unknown

_1007394463.unknown

_1007652683.unknown

_1007652956.unknown

_1007653032.unknown

_1007653077.unknown

_1007652999.unknown

_1007652770.unknown

_1007652789.unknown

_1007652711.unknown

_1007652526.unknown

_1007652623.unknown

_1007652641.unknown

_1007652607.unknown

_1007394522.unknown

_1007652483.unknown

_1007394490.unknown

_1007394127.unknown

_1007394330.unknown

_1007394425.unknown

_1007394447.unknown

_1007394391.unknown

_1007394293.unknown

_1007394311.unknown

_1007394270.unknown

_1007393985.unknown

_1007394031.unknown

_1007394075.unknown

_1007394006.unknown

_1007393954.unknown

_1007393973.unknown

_1007393853.unknown

_1007392379.unknown

_1007393203.unknown

_1007393451.unknown

_1007393525.unknown

_1007393597.unknown

_1007393489.unknown

_1007393385.unknown

_1007393416.unknown

_1007393279.unknown

_1007392572.unknown

_1007392761.unknown

_1007393186.unknown

_1007392642.unknown

_1007392508.unknown

_1007392528.unknown

_1007392475.unknown

_1007391699.unknown

_1007391983.unknown

_1007392096.unknown

_1007392363.unknown

_1007392085.unknown

_1007391882.unknown

_1007391912.unknown

_1007391827.unknown

_1007381068.unknown

_1007391533.unknown

_1007391675.unknown

_1007391517.unknown

_1007380766.unknown

_1007380820.unknown

_1007380734.unknown

_1007371047.unknown

_1007378415.unknown

_1007379606.unknown

_1007380327.unknown

_1007380379.unknown

_1007380414.unknown

_1007380355.unknown

_1007379707.unknown

_1007379861.unknown

_1007379656.unknown

_1007379161.unknown

_1007379526.unknown

_1007379565.unknown

_1007379433.unknown

_1007378541.unknown

_1007379139.unknown

_1007378464.unknown

_1007377997.unknown

_1007378254.unknown

_1007378317.unknown

_1007378372.unknown

_1007378273.unknown

_1007378211.unknown

_1007378239.unknown

_1007378180.unknown

_1007371134.unknown

_1007377924.unknown

_1007377972.unknown

_1007377890.unknown

_1007371080.unknown

_1007371086.unknown

_1007371064.unknown

_1007370204.unknown

_1007370501.unknown

_1007370777.unknown

_1007370941.unknown

_1007371037.unknown

_1007370828.unknown

_1007370650.unknown

_1007370743.unknown

_1007370530.unknown

_1007370408.unknown

_1007370442.unknown

_1007370467.unknown

_1007370425.unknown

_1007370259.unknown

_1007370286.unknown

_1007370233.unknown

_1007367482.unknown

_1007369983.unknown

_1007370052.unknown

_1007370160.unknown

_1007370013.unknown

_1007367563.unknown

_1007367582.unknown

_1007367529.unknown

_1007366914.unknown

_1007367425.unknown

_1007367450.unknown

_1007367011.unknown

_1007366793.unknown

_1007366849.unknown

_1007366692.unknown

